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1 Formale Sprachen

In diesem Kapitel geht es ufiermale Sprachemind deren theoretische Grundlagen.
Zu beginn werden grundlegende Konzepte elationenalgebréesprochen, danach
wird das Konzept deGrammatikeingetihrt.

1.1 Relationen und Graphen

1.1.1 Zweistellige Relationen

Gegeben sei eine Mendg&. Einezweistelligé Relation Riber der Grundmenge Nét
eine Teilmenge voM x M. Oft wird auch die Infixnotation verwendet:

XRyY (x,y) €R 1)
Folgende elementare Relationen existieren:
¢ Nullrelation: Oy, =0
e vollstandige RelationLy, =M x M
e Identitatsrelation I, = {(X,y) e M x M:x=y}

Mit folgenden Eigenschafteroknen Relationen klassifiziert werden. Eine Relation
R heil3t

o reflexiy fallsl,, CR

e symmtrischfalls R= R"

e antisymmetrischfalls RNRT C |,

e asymmetrischfalls RNR" = Oy,

e transitiv, fallsRoRCR

o irreflexiv, fallsl,, "NR= 0O,

o linkseindeutigfallsRoR; C I,

e rechtseindeutigfalls R" "R C |,

e linkstotal falls I, C RoRT

e rechtstotal falls I, C RToR

Weitere Klassifizierungen sind:

e partielle Ordnungreflexiv, transitiv und antisymmetrisch
e lineare Ordnungpartielle Ordnung miRNR" = Ly
o Aquivalenzrelationtransitiv, reflexiv, symmetrisch
e partielle Funktion rechtseindeutig

e totale Funktionrechts- und linkstotal

Lauch dyadisch oder bim genannt
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1.1.2 Wege in Graphen und Hillenbildung

Haufig werden Relationen nicht direkt angegeben, sondern aus einer weniger umfas-
senden Relation durdHillenbildungerzeugt.

Die Hullenbildung kRt sich am Besten an einem Beispiehatérn. SeM = {a, b, c}
undR={(a,b),(b,c)}.

o Die reflexiveHulle: R®™! = {(a,a), (a,b), (b,b), (b,c), (c,c)}
e Die transitiveHulle: R™ = {(a,b), (b,c),(a,c)}
Die reflexiv, transitiveHulle: R* = {(a,a), (a,b), (b,b), (b,c), (a,c),(c,c)}

Die symmetrischélillle: RY™= {(a,b), (b,c), (c,b), (b,a)}

e Die symmetrisch, transitiv, reflexivéiille: R® = L,,

Ausserdem werden folgende Almzungen verwendet:if eine Relation— steht
—* fur R* und —* fir R.

Definition 1.1 Eine Relation heifdhoetherschvenn in R keine unendlich fortgesetzten
Wege existieren

Beispiele:
¢ Nicht-NoetherschRelation mit ZyklusM = {a,b,c} undR={(a,b), (b,c), (c,a)}.
e Unedlische noethersctielation:M = NundR= {(x,y) e N x N: x=y+1}

Definition 1.2 Konfluenz und Chruch-Rosser-Eigenschaft nachtragen!

1.2 Grammatiken

Definition 1.3 Bei eineSemi-Thou-Grammatikst durch ein Tripel G= {M,—,S}
definiert

Bei einerChomsky-Grammatiwird die MengeM noch in zwei Partitionen unterteilt:

Definition 1.4 Eine Chomsky-GrammatilG ist ein Quadrupel G= (Vy,V;,—,9),
wobei \{; = Menge deNonterminalsymbolgv; = Menge defTerminalsymbole—=
Menge vorErsetzungsregeland S= SatzsymbqglWurzel oder auch Startzustand

Die Regeln sindahnlich zu Textersetzungssystemen in foldgender Form angegeben
{A — aB,B — bb,...}, wobei auch mehrere Regeln im “BNF-Style” in einer Zeile
zusammengefasst werdedrinen{ A — b|bb}

Man sagt, eine Zeichenketfeist diedirekte Ableitunginer Zeichenkette;, wenn
eine Regel existiert, di in einem Schritt inoc Uberfhrt. EineAbleitungdagegen,
heilt nur, das nach Anwendung beliebiger Regaliendwann der Zustan@ erreicht
werden muss. Eitbatzist eine Satzform die nur aukerminalsymbolemesteht. Die
Sprachdst die Menge aller &tze.

2die natirlich zur Grammatik gefren niissen
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1.2.1 Reduktive und generative Grammatiken

Man spricht von einegenerativenGrammatik, wenn alle \&tter der Sprache aus-
gehend von der Wurzel abgeleitet werden. Bei emeeuktivenGrammatik wird die
Sprache anhand ihrer akzeptierteieér definiert.

1.2.2 Die Sprachhierarchie nach Chomsky

Chomsky-Grammatiken lassen sich anhandédisseren Form ihrer Regeln klassifizie-
ren. Man spricht von einéfyp-0-Grammatikvenn man keine der anderen Eigenschaf-
ten feststellen kann.

1. Eine Ersetzungsregel der Form
UoaoV—uUo <b>ov, mitu ve (VyUVy)"ae VUV .beVy (2

hei3tkontextsensitivSind alle Ersetzungsregeln kontextsensitiv, so spricht man
von eineikontextsensitiveBrammatik, oder aucBhomsky-1-GrammatikChomsky-
1-Grammatiken singvortiangenmonotch

2. Eine Regel der Form
a—<b> mitac (VyUVY)", beVy (3)

heil3tkontextfrei Sind alle Regeln kontextfrei so spricht man von ei@eomsky-
2-Grammatik

3. Eine kontextfreie Regel der Form
mo <a>on—<b>mitmneV, abeV, 4)

hei3tbeidseitig linear Ist zugtzlichn = ¢, so heif’t die Regekchtslinear mit
m= ¢ linkslinear. Links- und rechtslineare Regeln heif3en aattseitig linear
Eine Regel der Form

w—<b>mitwe Vi, beV, (5)

hei3tterminal Eine Chomsky-Grammatik, dere@ratliche Regeln terminal oder
einseitig linear sinfiheiRtregulare, oderChomsky-3-Grammatik

Hieraus ergeben sich folgende Klassifizierungarférmale Sprachen:
e REGdie Menge deregularen Sprachen

e CFL die Menge dekontextfreien Sprachen

e CSLdie Menge dekontextsensitiven Sprachen

e COL die Menge defChomsky-0-Sprachen

1.2.3 Strukturgraphen und Strukturb aume

Ein Strukturgraphist die graphische Dartstellung einer Ableitung. Eine Grammatik
heil3teindeutig wenn fir jedes Wort alle Ableitungen die zur Wurzéhfren strukturell
aquivalent sind.

3die Lange der Vidrterandert sich nicht
4wobei hier nur entweder rechts- oder linkslineare Regeln vorkomragand
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1.3 Chomsky-3-Sprachen und endliche Automaten

Formale Sprachen, die durch Chomsky-3-Grammatiken akzeptiert weiidergkstets

auch durctregulare Ausdiickeoder durctendliche Automatedargestellt werden.

1.3.1 Reguéire Ausdriicke

Diesen Absatz spar ich mir. Jeder der schon mal Perl programmiert hat kennt die Dinger
eh!

1.3.2 Endliche Automaten

Endliche Automaten sind ein sehr einfaches Mod#&lifformationsverarbeitende Ma-
schinen.

Definition 1.5 Ein endlicher Automaist definiert durch
mit folgenden Bestandteilen:

e eine endliche Menge von Zastden S

eine endliche Menge von Eingangszeichen T

e ein Anfangszustang & T

eine Menge von Endzéstden $ C S
eineUbergangsfunktion (bzw. Relatiof): Sx (TU{e}) — 2(S)

Man unterscheidet weiterhin zwischeéeterministischeandnichtdeterministischen
endlichen Automaten. Ein nichtdeterministischer Automat kann aus einem Zustand mit
einem bestimmten EingabezeichemehrereFolgezusindelibergehen.

Ein Ubergang der Forrs, —¢ s, heiRte-Ubergange-Ubergange nennt matrivi-
al, wenn gilt§(s, &) C {s}. Sind fur alle Zusénde eines Automaten dieUberginge
trivial, so heil3t der Automad-frei.

Definition 1.6 Zu jedem endlichen Automaten existiert &ifieier endlicher Automat,
der die gleiche formale Sprach akzeptiert.
1.3.3 Pumping-Lemma

Um nachzuweisen, dalR eine formale Sprache (nicht) aegsi, kann da®umping-
Lemmaverwendet werden.

Definition 1.7 Zu jeder reguiren Sprache L existiert ein n, so daf3 sich allérwgr
w e L mit|w] > ninWorter xy,ze T* zerlegen lassen mit

W=Xoyoz @)
mit
e lyl=1
e [xoy|<n

e xoylozeLVieN
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1.3.4 Minimale Automaten

Fur jede regudre Sprachedl’t sich eirminimale® Automat konstruieren. Dazu geht
man, ausgehend von einexnifreien, deterministischen, endlichen Automaten, wie folgt
vor:

e Man entfernt alle Zuginde ausS, die vom Anfangszustang) nicht erreichbar
sind

e man fal3t alléquivalenten Zuginde zusammen

1.4 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Weil Chomsky-2-Grammatiken achtiger sind als Chomsky-3-Grammatiken, sind re-
gulare Ausdiicke und endliche Automaten im allgemeinen nicht geeignet um Typ-2-
Sprachen zu beschreiben. Chomsky-2-Sprachen lassen sich abeBN&r&usdiicke
undKellerautomaterdarstellen.

1.4.1 Die BNF-Notation

Die BNF-Notationsollte ja bereits bekannt sein. Im Prinzip werden rageiAusdiicke
mit Hilfszeicherundrekursiven Gleichungearweitert.

{a"v": ne N\ {0}} (8)
Die formale Sprache aus 8 wird durch folgende BNF-Notation beschrieben:

<Z>:=aba<Z>Db 9)

1.4.2 Kellerautomaten

Da wie schon enahnt endliche Automaten nicht gégen um nichtregédre, kontext-
freie Sprachen zu beschreibeihfen wir dazu die sodellerautomaterein.

Definition 1.8 Ein Kellerautomaist definiert durch

KA=(ST.K,8,5,kS) (10)

mit folgenden Bedeutungen:

e Zustandsmenge S

e Menge der Eingabezeichen T

e Menge der Kellerzeichen K

o endlicheUbergangsrelatiord

¢ Anfangszustand,s= S

e Kellerstartsymbol k€ K

e Menge der Endzuahde $ C S

Sbezogen auf die Anzahl seiner Zastle
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Ein Kellerautomat verarbeitet ein Waste T*, indem er schrittweise die Zeichen von
w lie3t und dabei in Ab&ngigkeit vom Kellerzustand in einen neuen Zustand wechselt,
wobei er dabei das oberste Zeichen vom Keller nimmt und durch eine Séareaizt.
Ein Kellerautomatkzeptiertein Wort, wenn die vollgndige Verarbeitung der Wortes
zu einem Endzustand 8, fuhrt.
Beispiel Ein Kellerautomat, der die Sprache aus Gleichung 8 akzeptiert hat folgen-

de Form:
KA= ({Sovsla%}v{aab}’{|a0}’67807k0a{Sz}> (11)
mit der Ubergangsfunktiors:

* 5(%,8,0) = {(s,<[0>)}
8(spral) = {(s: <[ >)}
6(sp:b: 1) = {(s.€)}
6(sy,b,[) = {(s1,8)}
5(s,€,0) = {(s,,8)}

Die graphische Darstellung ist Broy S. 245 zu enthehmen.

1.4.3 Greibach-Normalform

Um bei einer gegebenen Grammatik einen dazu passenden Kellerautomaten zu finden,
laRt sich digGreibach-Normalforndieser Grammatik verwenden. Die Kontruktion ist
auch ohne die Greibach-Normalfornbglich, jedoch erheblich aufwndiger.

Definition 1.9 Eine kontextfreie Grammatik & (T,N, —,Z) ist in Greibach-Normalform
wenn jede Ersetzungsregel die folgende Gestalt hat:

<a>ow — xmitae T, we N*, xe N (12)

Es wird also bei jeder Ersetzung genau ein Terminalzeichen am Rand der Regel
verarbeitet. Ausserdem gilt weiter: Jeder von eiadreien, kontextfreien Gramma-
tik erzeugte Sprachschatz kann auch durch eine kontextfreie Grammatik in Greibach-
Normalform erzeugt werden.

Mit Hilfe der letzten Aussagéilit sich also ein Kellerautomat zu jeder dieser Spra-
chen finden. Die Konstruktion eines Kellerautomaten sieht dann so aus:

KA= ({2}, T.N,8,%,Z,{s}) (13)
Die Ubergangsrelation wird spezifiziert durch:
o(sp,a,k) = {(sp,w) :<a> ow — k} VkeN (14)
Esgiltfurve T*,x e N*:
Vot X e (5uX) — (s.8.€) (15)

Beispiel Die formale Sprache aus 8 soll noch einmal als Beispiel dienen. Die
Grammatik in Greibach-Normalform zu 8 sieht so aus:

Sdie auch leer sein darf
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o T={ab}
e N={ZU}
mit den Regeln
ealU — Z
e aZU — Z
eb— U

Somit erhalten wir den Kellerautomaten aus 13 mit folgetdtegrgangsrelation:

0(spaZ) = {(8<U>)(5,<2U>)} (16)
6(5p,0,U) {(s0:8)} (17)

1.5 Deterministische Grammatiken

Deterministische Grammatikamd solche, deren Sprachen von deterministischen Kel-
lerautomaten erkannt werden. Sie sind eindeutig und erlauben die Erkennuriégzen S

in O(n) Schritten. Programmiersprachen skahtextfreie, deterministisct&prachen.
Aufgrund dieses Zusammenhangs mit Programmiersprachen, spricht man hier auch
von Syntaxanalyseverfahrestatt von Erkennung. Es werden zwei grundlegende Ver-
fahren zur Syntaxanalyse unterschieden:

Definition 1.10 Bei den sogabsteigendermder top-down Verfahren geht man vom
Satzsymbol aus und ersetzt es wiederholt durch Satzformen. Es handelt sich also um
ein generatives Verfahren.

Definition 1.11 Bei einemaufsteigendewder bottom-upVerfahren wird mit der Zei-
chenkette begonnen und reduktiv so langhdre Satzformen gebildet, bis man zu ei-
nem Satzsymbol gelangt.

Bei beiden Verfahren wird die Zeichenkette von links nach rechts gelesen und es
wird ein Look-aheadderVorgriff verwendet, indem makZeichen hinter dem zuletzt
gelesenen aufnimmt. Dabei dgegt ein look-ahead vorinemZeichen in den meisten
Fallen.

1.5.1 LL(k)-Sprachen

Definition 1.12 Eine Grammatik wird LL(K) genannt, wenn man bei der absteigenden
Syntaxanalyse von links nach rechts in jeder Situation, in der man zwischen Alterna-
tiven wahlen muf3, durch einen look-ahead von k Zeichen entscheiden kann, welche
Alternative die richtige ist.

Bei derLL(1)-Analyse handelt es sich im wesentlichen um die Konstruktion eines
Kellerautomaten aus dem vorangegangenen Abschnitt, mit dem Unterschied, daR der
Kellerautomat verzweigt, ahrend hier durch dieL(1)-Bedingung sofort die richtige
Alternative geviahlt werden kann.

Die LL(1)-Analyse wird imCompilerbauausgiebig benutzt.
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1.5.2 LR(k)-Sprachen

Definition 1.13 Eine Grammatik wird LR(k) genannt, wenn bei der aufsteigenden Syn-
taxanalyse von links nach rechts in jeder Situation durch Betrachtung des gesamten
bisher gelesenen Teils der Kette oder durch Reduktion aus ihr entstandenen Satzform
und von k Vorgriffszeichen eindeutig festgestellt werden kann, ob der gelesene Teil eine
Vollstandige Phrase entit und wenn ja, wie lange sie ist und zu welchem Nontermi-
nalsymbol sie reduziert werden muf3.

Alle von links nach rechts analysierbaren Grammatiken sind LR(k). Die Gramma-
tiken von Programmiersprachen sind sogar fast ausschlie3lich LR(1), und die LR(1)-
Analyse ist die leistungahigste Analysetechnik der Compilerbaus. Dazu werden je-
doch Umfangreiche Tabellen benutzt, die sich effizient nur mittels Programmen erzeu-
gen lassen, und die viel Speicherplatz égen.

Wichtige Satzeuber LR(k)-Grammatiken:

e Esist nur entscheidbar ob eine gegebene Grammatik LR(kjirstji gegebenes
k

e Zu jeder LR(k)-Grammatik mik > 1 gibt es einéquivalente LR(1)-Grammatik

e Zu jeder LR(k)-Grammatik mit Endemarkierung nach jedem Satz gibt es eine
aquivalente LR(0)-Grammatik

1.5.3 Rekursiver Abstieg

Ein Verfahren zur Zerteilung von Witern einer kontextfreien Sprache. Das Verfah-
ren orientiert sich direkt an der BNF-Darstellung der Syntdk.jedes nichtterminale
Zeichen wird eine Erkennungsprozedur eirigef, die eine vollsindige disjunkte Fall-
unterscheidung geafd der BNF-Darstellung macht.

Das Verfahren im Allgemeinen jedoch nicht sequentiell, sondern arbeitet auf dem
ganzen Wort.

2 Berechenbarkeit

Eine Funktionf(x) heiBtberechenbarwenn ein Algorithmusir f existiert, dervx
eine Ausgabe zdi(x) liefert.

Da die bisher vorgestellten Modelle von Maschienen nichtigen um den Begriff
der Berechenbarkeit zu erfasseihfen wir ein noch allgemeineres Modell ein.

2.1 Hypothetische Maschienen

S

2.1.1 Turingmaschienen

Eine Turingmaschiendesteht aus einem Band von Zellen, einem Schreib/Lesekopf
und einer Steuereinheit mit einer endlichen Menge von Kontrollzeichen.

Das Band wird als beidseitig unendlich angenommen, es soll jedoch in der Regel
nur eine endliche Teilmenge betrachtet werden. Hiebei wird # als Platzhialteefe
Zellen verwendet. Ein Tripel aus

(S2:12:2) € 8(sp,ty) (18)
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ist dabei ein riglicher Berechnungsschritt. Hier wird also ausgehend vom Zustand
mit dem aktuellen Zeichety der neue Zustand, eingenommen, das Zeich¢nan
der aktuellenPosition geschrieben und danach der Schreib/Lesekopf in “Richtung”
bewegt.

Eine TuringmaschienéBt sich auch graphisch durch einen endlichen Automaten
darstellen, wobei eine Kante va nachs, existiert und mit(e,a,m) beschriftet ist,
falls (s,,a,m) € §(s,€) ’.

Definition 2.1 Die Konfigurationeiner Turingmaschiene ist das Quadrugsll,a,r)
mit

e s= aktueller Zustand
e | = alles links vom Schreib/Lesekopf
e a= Zeichen an der aktuellen Position

e = alles rechts vom Kopf

Eine Berechnung heiérminal wenn gilt:6(s,a) = ©

Eine Berechnung heif3tollstandig, wenn sie endlich ist und in einer terminalen
Konfiguration endet, oder wenn sie unendlich ist.

Da Turingmaschienen eine Darstellung von Algorithmen siigt, $ich somit unser
anfangs en&hnter Berechenbarkeitsbegriff darauiftgen. Eine Funktion heifduring-
berechenbafalls gilt:

1. Es existiert eine endliche volisidige Berechnung mit der terminalen Kofigura-
tion (s, r,#,€) genau dann, wenn die Funktidnfur t definiert ist undf (t) =r
gilt
2. Es existiert eine unendliche Berechnung genau dann, Wéimt nicht definiert
ist
Turingmaschienen lassen sich auch als gmgnpositionaneinanderiinge. Daraus re-
sultieren wieder Turing-berechenbare Funktionen.
2.1.2 Registermaschienen

Registermaschienekommen den heute geluchlichen Rechnerarchitekturen etwas
naher als die Turingmaschiene. Wir besititen uns hier auf Registermaschienen mit
einerendlichenZahl von Registern, deren jeweiliger Speicherplatz alvdreschankt
ist.

Auf Registermaschiene@t sich die folgende, induktiv definierte Menge an Pro-
grammen ausihren:

e ¢ist ein Programm (leeres Programm)
e sucg und pred sind Programnfé
e SindM,; undM, Programme, so ist aud¥l,; M, ein Programm

e IstM ein Programm, so ist auahhilg (M) ein Programm

"Beispiel siehdroy S.267
8mit i als Registernummer
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2.2 Rekursive Funktionen

Unsere bisherige Betrachtung des Berechenbarkeitsbegriffs war an hypothetischen Kon-
strukten orientiert. Wir wollen nun Algorithmen durcdkursive Funktionedarstellen.

2.2.1 Primitiv rekursive Funktionen

Primitiv rekursiveFunktionen sind n-stellige, totale Funktionen
f:N"—=N (29)

die sich durch Komposition und die Anwendung des Schemas der primitiven Rekursion
aus einer Menge einfacher Grundfunktionen gewinnen lassen.
Als Grundfunktionerverwenden wir folgende Abbildungen:

succ . N—N

zerd? : —N
zerd) : N—=N
' N"—N

wobei die letzte Funktion folgendermafen definiertagi(x,,x,, ..., X)) = X

Definition 2.2 Durch dasSchema der primitiven Rekursitessen sich durch Kompo-
sition aus den vorgegebenen Funktionen weitere gewinnen. Seien

g : N¢=N
h : N2 N
vorgegebene Funktionen, dann spezifiziert das Schema
(X, %,0) = 9(Xg,--, %)
F(Xp, o Xon+1) = h(Xg,..., %N f(Xg,...,%,N))
induktiv eindeutig eine neue Funktion
f N1 SN (20)

Primitive Rekursion entspricht einer statischen Wiederhdlej der ein Parameter
die Rekursionstiefe festlegt. Daraus ergibt sich, dass bei primitver Rekursion rekursive
Aufrufe immerterminieren.

Mit dem Funktionalpr() hat sich eine andere Schreibweide flas in 20 ein-
gelirgert. Man schreibt also auch:

f=pr(gh) (21)
Beispiel Addition

add(x,0) =x  g(x) = 71(x) (22)
add(x,sucdy)) = sucdadd(x,y)) h(x) = sucdw3(x,y,add(x,y)))  (23)

Swie for-Schleifen
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Daraus ergibt sich:
add= pr(ni,succo [3]) (24)

Primitiv rekursive Funktionen sind alle total und Turing-berechenbar. Da es Turing-
berechenbare Funktionen gibt, die partiell sind, folgt daraus, das es nicht alle Turing-
berechenbaren Funktionen primitiv rekursiv sind.

Dies laRt sich auch mit Hilfe der Ackermann-Funktion beweisen:

m+1 fallsn=0
ack(n,m) =< ackn—1,1) fallsn>0, m=0
ackn—1,ackn,m—1)) fallsn>0, m>0

Zuerst zeigt man, mittels Induktidibern, dass die Ackermann-Funktion aus einer
Schaar von primitiv rekursiven Funktionen besteht. Danach wird mittels eines Wider-
spruchsbeweises gezeigt, dask schneller vichst als jede primitiv rekursive Funkti-
on.

2.2.2 u-Rekursion

Aus dem vorangegangenen “Beweis” ergibt sich die Notwendigkeit einer Erweiterung
der rekursiven Funktionen, um auch partielle Funktionen abedeckeirnek.
Sei die partielle Funktion

f N N mit ke N (25)
gegeben. So ist die Partielle Funktion definiert durch
w(f):NK—=N (26)
mit der Gleichung:
u(f)(xq,...,%) = min{lye N: f(x;,...,X.,y) =0} (27)
Beispiele S. 283 ff

2.2.3 Allgemein rekursive Funktionen

Die u-Rekursion ist eine Spezialfall datlgemeinen RekursiorErklarung der allg.
rek. Funktionen ???.

2.2.4 Churchsche These

Die churchsche These besagt
Definition 2.3 Jede intuitiv berechenbare Funktion ist partiell rekursiv

Diese Thesedl3t sich auf Grund désformellenBegriffs “intuitiv”’ nicht beweisen.

2.3 Entscheidbarkeit

Nachdem nun aushrlich der Begriff Berechenbarkeit definiert wurde, geht es jetzt
darum, welcher Bereich damit abgedeckt ist und vias$-tinktionemicht berechenbar
sind.
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2.3.1 Entscheidbare Padikate

Ein Piadikatp hei3tentscheidbgrwenn es einen Algorithmus gibt, dénfieden Satz
von Argumenterx,, ..., X, denboolschenWert p(x,,...,X,) berechnet. Das Bdikat
heil3t positiv semientscheidbdalls es einen Algorithmus gibt, der in endlicher Zeit
die true-Werte richtig berechnet und bé&lse Ergebnissen nicht terminierNegativ
semientscheidbast das Gegenteil davon.

Nichtentscheidbare Funktioneriissen nicht generellif alle Werte nichtentscheid-
bar sein. Es ist durchausaglich, dass auf Teilintervallen eine Entscheidbarkeit oder
Berechenbarkeit gegeben ist.

2.3.2 Rekursive und rekursiv aufahlbare Mengen

Von besonderer Bedeutung sindaBlikate, die die Zugdirigkeit eines Elements zu
einer Menge testen. Solched@ikate hei3esharakteristische Ridikateder Menge.
Satze dazu:

1. Jede kontextsensitive Sprache ist rekursiv
2. Jede Chomsky-Sprache ist rekursiv @tntbar

3. Die Menge von Argumenteriif die eine partiell rekursive Funktion nicht termi-
niert, ist i.A. nicht rekursiv aufzhlbar

4. Eine Sprache 8ber der Zeichenmenge T ist genau dann rekursiv, wenn sowohl
die Menge S als auch die Mengé \ Srekursiv aufahlbar ist

5. Eine Teilmenge einer rekursiv aéatdbaren Menge ist genau dann rekursiv abfz
bar, wenn ihr charakteristischesaéikat positiv semientscheidbar ist.

Eine wichtige Anwendung dieser Theorie ist die mathematische Logik.

3 Komplexitatstheorie

3.1 Komplexitatsmalie

Die hier definierten Begriffe zur Kompleiit stitzen sich auf die mehrbattTuring-
maschiene.

3.1.1 Zeitkomplexitat

Wenn eine Turingmaschiene ein ProblemnmiBchritten bsen kann so heil3t sig(n)-
Zeitbeschankte Turingmaschiene. Man sagt auch die Turingmaschiene hZedie
komplexiat T(n).

Im folgenden wollen wir davon ausgehen:

T(n)>n+1 (28)

Das heif3t, dal3 wir nur Turingmaschienen betrachten, die immer das gesamte Einga-
bewort betrachten. Damit werden zwar einige triviale Probleme ausgeschlossen, aber
dafur komplexere Probleme vereinfacht.

10ym realistischere Abséitizungen zu bekommen
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3.1.2 Bandkomplexi&t

Die Bandkomplexit zielt nicht auf den Rechenaufwand ab sonder soll den Aufwand
an erforderlichem Speicher beschreiben.

Man spricht von einer Bandkomple#ttS(n) wenn fir alle Banderi gilt, das der
Speicherplatzbedarf um 8vter der langen zu verarbeitet, < §(n) ist.

3.1.3 Zeit- und Bandkomplexitt von Problemen

Zeit- und Bandbeschnkte Turingmaschienen lassen sich mit einen konstanten Faktor
¢ multiplizieren ohne das sich die Grundaussagé&ndert. Bei Zeitkomplexéit gilt
das allerdings nur wenn folgende Gleichungiérist:

inf m
n—oo n

(29)

Definition 3.1 Eine Funktion S N — N heiRtvoll Band-konstruierbarwenn eine
S(n)-bandbesctiinkte Turingmaschiene existiertirfdie gilt: Fur alle Zahlen ne N
existiert ein Eingabewort derdnge n, @ir das die Turingmaschiene téishlich §n)
Speicherzellen bérigt.

Definition 3.2 Satz von Savitch: Jedes Akzeptanzproblem in NSPB@F liegt auch
in DSPACES(n)?), wenn S voll Band-konstruierbar ist uich € N : S(n) > log,(n)

3.1.4 Polynomiale und nichtdeterministisch polynomiale Zeitkomplext

Die Menge der Probleme, die in polynomial begoikter Zeit aufdeterministischen
Maschienen géist werden kann bezeichnet man mitNP bezeichnet den Fall der
polynomial zeitbesclémktennichtdeterministischehdsungen.

Fur bandbesclinkte Komplexiat 1alt sich die selbe Aussage machen, jedoch folgt
aus dem Satz von Savitch, da&g,-g= NPgpacgist.

3.1.5 Backtracking-Nichtdeterminismus in Programmiersprachen

Broy fuhrt hier einen Nichtdeterminismus in seiner Vorlesungssprache ein. Ein Pro-
gramm kann also an einer bestimmten Stelle nichtdeterminiert sein. Man bietet mehe-
rere Moglichkeiten der Fortfhrung an. ..

3.2 NP-Volls&ndigkeit

Es ist bisher noch nicht gelungen die Aussge NP zu zeigen oder zu widerlegen. Es
wird jedoch angenommen, daBs4 NP gilt, denn es gibt viele Problemérfdie bisher
kein effizienterAlgorithmus gefunden wurde und man deshalb annimmt, dass sie nur
in NP nicht aber inP liegen. Probleme ilNP sind jedoch immer in polynomieller Zeit
Uberprifbar, das heifdt es gibt Algorithmen iR um zu zeigen, dass eine gegebene
Losung korrekt ist oder nicht.

NP-vollséindigeProbleme nennt man nun die Klasse der “schwierigsten” Probleme
in NP. Dazu beitigt man folgenden Begriff:

Definition 3.3 Problem B hei3polynomiell reduzierbaauf ein Problem A, wenn es
eine Transformation mit polynomieller Laufzeit gibt, die B nach A transformiert.
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Gelingt es also ein einzigds$P-vollstandiges Problem durch einen Algorithmus
in polynomieller Laufzeit zudsen, ist somit bewiesen, daBs= NP gilt, denn jedes
Problem &Rt sich auf eilNP-vollstandiges reduzieren.

Beispiele fir NP-vollstandige Probleme sind:

1. Clique Gegeben ist ein ungerichteter Graph mit seinen Kanten. Die Frage ist:
Gibt es einen Teilgraph davon nktElementen, die jeweils paarweiese mitein-
ander verbunden sind.

2. Gerichteter HammiltonkreisGibt es in dem gegebenen Graphen einen Hammil-
tonkreig?

3. Travelling Salesman problensesucht ist eine Rundreise durch alle gegebenen
Stadte mit fest vorgegebener Distanz.
3.2.1 NP-Vollsindigkeitsbeweise
NP-\ollstandigkeitsbeweise werden géft, indem man folgende Schritte macht:
e Zeige das das Probleme NP

e Wahle ein bekannteld P-vollstandiges Problem X aus und finde eine Transfor-
mation die A auf X reduziert

3.3 Effiziente Algorithmen fir NP-vollstandige Probleme

Es gibt verschiedene Tricks mit denen NP-vdltelige Probleme zumindest in Teilbe-
reichen effizient géist werden knnen

e Branch and BoundGeschicktes Durchsuchen inbsungsraum. Einfach aus-
zuwertende Zweige werden am Anfang behandelt. BéiZeitiger Erkennung,
wird ein bestimmter Weg schneller abgebrochen.

o Approximative VerfahrenAlgorithmen, dieanréherndoptimale Losungen lie-
fern, dafir aber in polynomiller Zeitdsbar sind.

e Dynamische Programmierunlylit erhdtem Speicherbedarf aber geringerer Lauf-
zeit Tabellen von bereits berechnetetisingen anlegen, um den aufwand bei
gleichen Teilstrukturen in 8umen zu reduzieren

e Probabilistische AlgorithmenAlgorithmen die nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit ein korrektes Ergebnis liefern, oder nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit terminieren.

e Einschiénkung der ProblemklassEinfachere Probleme betrachten

e Heuristische MethoderHaufig lassen sich auch heuristische Verfahren finden
die gut funktionieren.

e Greedy-AlgorithmenGreedy-Algorithmen versuchen die Laufzeit zu optimieren
dadurch, dass sie immer digkal beste losung verwenden und weiterarbeiten.

Ujeder Knoten genau 1mal, geschlossener Pfad
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4 Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen

Wir betrachten nun die Zeit- und Speicherkompléiiton verschiedenen Algorithmen.

4.1 Sortieralgorithmen

Name Zeitavarage Zeitworst | Speicher | Anwendung

Insert o(n?) o(n?) - Bei sehr kurzen Sequen-
Bubble zen

Select

Quicksortl O(nlogn) | O(n?) O(log n) ginstig wenn im RAM

sortiert wird

Mergesort O(nlogn) | O(nlogn) | O(n)
Heapsort| O(nlogn) | O(nlogn) | O(n)

4.2 Wege in Graphen

Der WarshaltAlgorithmus berechnet die transitivele eines Graphen. EafBt sich
mit Hilfe von arrays von einer urspnglichen Komplexit vonO(3") auf O(n®) opti-
mieren.

4.3 Baume

Obwohl Baume schon im Detail besprochen wurden, werden hier noch spezieiled3
mit bestimmten Eigenschaften vorgestellt, die lbestimmte Aufgaben besonders gut
geeignet sind.

Ein Baum BRt sich nach einem vorgegebenen Schema linear in einem Array ab-
legen. Dies ist nur effizient, wenn der Baum ausgeglichen und &otsg ist, und die
Struktur nicht vahrend der Laufzeit gadert werden muss.

Definition 4.1 Ein AVL-Baum ist ein sortierter Bidrbaum, bei dem sich in allen
Teilbaume die Whe des linken und rechten Teils um maximal 1 unterscheidet. Des-
wegen nennt man ihn audalanciert

Es gibt auch noch B-Bume. Ist mir aber zu theoretisch :p

4.4 Hashing

Beim Hashing? wird eine sog. Hashfunktion dazu benutzt Stislel auf ein Array
abzubilden und somit den Zugriff auf gespeicherte Elemente zégdichen. Die Ele-
mente selber liegen dabei in einem linearen Array und die Zuordnung von hash-key
und index im array wird in einer Tabelle gespeichert.

12hej Broy Streuspeicherverfahregenannt



